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 According to the computer simulation results of titanium alloys extrusion and x-ray analysis it was proved that 
there is a connection between components of a deformation tensor and texture parameters that characterize crystal 
orientations in a treated material.   
 The unevenness of texture in extruded billets was found. The way to control the texture based on input and 
output billet geometry change was proposed. 
 The formulas for components of the strain and strain rates applied to the rod blanks extrusion of alpha-titanium 
alloys. Finite element method calculated the tensor components, which showed no coincidence of the tangential and 
radial component. Mathematical modeling showed that the prevalence of one or the other component is a function of 
radial coordinate and extrusion ratio. Worded forecast receipt in the peripheral layers rod, a radial texture in the range of 
industrially applicable extrusion ratio. 
 
Наиболее распространенные операции 
обработки металлов давлением в производстве 
заготовок из титана и его сплавов – это прокатка и 
прессование. Значительную долю составляют 
сплавы с преимущественным содержанием альфа-
фазы. Известно, что металлы с гексагональной 
решеткой характеризуются повышенной 
анизотропией свойств. Одной из проблем листовых 
титановых полуфабрикатов является разница 
прочностных свойств вдоль и поперек направлений 
прокатки [1-8]. Известно, что в трубах из титана и 
циркония [9] формируются три возможных 
варианта текстуры: радиальная, тангенциальная и 
радиально-тангенциальная. Различными авторами 
предложены методы управления текстурой. 
Так, в работе [10] предложен способ 
обработки металлического трубного материала, 
имеющего ГПУ – структуру, направленный на 
формирование радиальной текстуры. Такая 
текстура приводит к увеличению параметра Кернса 
fr до 0,6 и выше (вместо 0,3 для нетекстурованного 
состояния). Более подробная информация об 
определении параметров Кернса изложена в книге 
[11].  
 При изготовлении трубных заготовок 
существует возможность варьирования величин 
обжатия по толщине и по диаметру заготовки. Это 
оказывает влияние на текстуру и анизотропию 
свойств. 
 Для анализа кинематических параметров 
используют как цилиндрическую, так и 
сферическую системы координат. Применение 
сферической системы обусловлено очертаниями 
очага деформации: он ограничен в первом 
приближении сферическими поверхностями. 
Цилиндрическая система удобнее тем, что она 
позволяет отследить распределение деформаций в 
отпрессованном пресс-изделии вдоль радиуса.  
 В качестве первого приближения будет 
использована методика Л.Г.Степанского, 
изложенная в книге [12]. По этой методике при 
использовании сферической системы координат в 
пластической зоне для определения компонентов 
девиатора скоростей деформации ij (i,j = ) 
задается возможное поле скоростей перемещений, 
на основе чего определяется поле скоростей 
деформаций. Далее использована система 
обозначений геометрических параметров очага 
деформации, отображенная на рис.1.  
 
 
Рис. 1. Очаг деформации при прямом прессовании 
прутка в сферической системе координат : ПЗ 
– пластическая зона; ЖЗ – жесткие зоны; 1 – 
контейнер; 2 – матрица 
 Значения радиусов-векторов а и b 
ограничивают положение пластической зоны 
относительно жестких зон. Радиус-вектор  
фиксирует текущую координату точки M при 
угловой координате угол измеряется 
относительно направления прессования). Угол 1 
задает наклон образующей матрицы или угол 
естественного истечения металла. 
В пластической зоне поле скоростей 
перемещений металла описано следующим 
образом:  
2
2
cos

 bvv ;       0v .  (1) 
Такое представление фиксирует 
зависимость скорости от угловой координаты  - 
при  = 0 компонента скорости v максимальна, что 
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означает опережающее перемещение центральных 
слоев относительно периферийных. 
Для получения информации о скоростях 
деформации необходимо применить соотношения 
Коши в сферической системе координат: 
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Дифференцирование поля скоростей 
перемещений позволяет получить формулы для 
расчета скоростей деформаций: 
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Здесь можно отметить, что, несмотря на 
различие в написании формул для определения 
компонент   и  , результирующие формулы 
оказались одинаковы, что объясняется видом 
выбранного кинематически возможного поля 
скоростей перемещений.  
 Проверка полученных данных приводит к 
выводу о выполнении условия несжимаемости: 
0  , т.е. преобразования 
осуществлены правильно. Кроме того, из формул 
следует, что скорости деформации вдоль оси  
положительны, т.е. они приводят к удлинению 
соответствующего размера, а вдоль осей  и  - 
отрицательны, т.е. они приводят к укорочению, что 
не противоречит смыслу постановки задачи.  
 Для оценки получаемых результатов 
выполнены расчеты распределения безразмерных 
скоростей деформации v/D) вдоль координаты  
при коэффициенте вытяжки 4, 1=45о и  = a. 
Полученный данные показали, что от центра к 
периферии модули скоростей деформации 
уменьшаются, но величины   и   
остаются равны между собой. 
 Можно отметить, что особенностью 
рассматриваемого кинематически возможного поля 
скоростей прессования прутка является равенство 
компонент   и   в сферической системе 
координат.  
 Определим компоненты тензора 
деформации ij (i,j = z) для частицы, проходящей 
очаг деформации по траектории 1 и от 
положения = b к положению  = a в течение 
времени t. Для компоненты  формула выглядит 
так: 
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где  vdd /  - приращение времени 
перемещения. 
После подстановки пределов интегрирования 
получим 
 lnln|ln2 2
2
a
ba
b . (8) 
 Для компонент  и  получим: 
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 Проверка показывает, что условие 
постоянства объема выполняется, т.е.  +  + 
+  = 0. 
 Отдельно можно рассмотреть 
кинематическую ситуацию, возникающую в центре 
прутка, т.е. при координате =0. В этом случае 
2
2

 bvv , т.е. при уменьшении координаты  
осевая скорость перемещения нарастает по 
параболическому закону и при  = a скорости 
связаны между собой соотношением 
2
2
а
bvv  , что можно также получить из 
условия постоянства объема. Скорости деформации 
на оси прутка равны: 
3
2
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2

 bv ; 3
2

 bv ; 
r =0. 
 В указанном месте направление оси  
совпадает с направлением оси z, а направление оси 
 совпадает с направлением оси r в 
цилиндрической системе координат rz, поэтому 
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r =0. 
 Соотношения между компонентами 
тензора деформации можно оценить с помощью 
коэффициентов деформационной анизотропии kr = 

rr (область определения kr = - … ) и kr= 
rr
rr



(область определения  0…1). 
Аналогично этому можно ввести понятие 
коэффициентов скоростной анизотропии kr = 

rr  
и kr= 
rr
rr



.  
 Сравнивая последние формулы, 
предназначенные для расчета zz , rr  и  , 
можно сделать вывод о том, компоненты rr  и 
  равны, а текстурное состояние металла в этом 
способе обработки на оси заготовки изменяться не 
должно, поскольку kr = 

rr  = 1, а kr= 
rr
rr



=0,5. Такой же вывод можно сделать и 
для периферийной области.  
 Для проверки полученного решения 
применены два пакета прикладных программ, 
основанные на использовании метода конечных 
элементов[13]: система анализа процессов 
пластического деформирования РАПИД-2D, 
разработанная на механическом факультете УГТУ-
УПИ (ныне УрФУ) и специализированный 
инженерный программный комплекс DEFORM, 
разработанный американской компанией Scientific 
Forming Technologies Corporation (SFTC). Выбор 
двух разных комплексов основан на их различных 
возможностях: первая система способна 
рассчитывать компоненты тензора скоростей 
деформации, т.е. можно анализировать мгновенное 
кинематическое состояние, а во второй 
рассчитываются накопленные значения 
деформаций, в том числе в тензорном 
представлении.  
 Далее будут отражены результаты расчета, 
выполненного двумя методами. Для устранения 
влияния факторов, связанных с теплопередачей, 
оба решения выполнены при условии неизменности 
температуры в пространстве и времени. 
 Исходные данные для расчета: 
механические свойства соответствуют горячей 
деформации титана при температуре 700оС, 
коэффициент вытяжки 4, показатель трения по 
Зибелю: на поверхности контакта металла с пресс-
шайбой - 0,75, на поверхности контакта металла с 
контейнером, матрицей, калибрующим пояском – 
0,26. 
 Для возможности большего обобщения 
результатов расчета введены безразмерные 
показатели: компонентов вектора скорости 
перемещения vi/v и компонентов тензора скорости 
деформации ii /(v*D), здесь i = z, r.  
  Выявлено, что для распределения 
тангенциальной компоненты характерно строение, 
близкое к радиальному варианту течения металла. 
Однако картины распределения тангенциальных и 
радиальных компонент не совпадают. Для 
тангенциальной компоненты во всем сечении 
характерно наличие деформации укорочения, а для 
радиальной компоненты существует деление на 
зону деформации укорочения в центральной 
области и на зону деформации удлинения в 
периферийной области. 
 Такое отличие от аналитического решения 
связано с более сложным кинематически 
возможным полем скоростей, чем это принято в 
аналитическом решении. Анализ распределения 
радиальной компоненты скорости перемещения 
показал, что для этого поля характерно наличие 
максимума, Такого максимума нет при построении 
кинематически возможного поля в аналитическом 
решении. Для доказательства этого получили 
проекцию v на ось r цилиндрической системы 
координат: vr = vsin и выяснили, что в 
соответствии с аналитическим решением 
компонента vr/v изменяется монотонно без 
экстремумов, чего не наблюдается в решении 
задачи методом конечных элементов.  
 Здесь же следует отметить, что 
аналитическое решение ориентировано на уровень 
больших деформаций и соответственно больших 
коэффициентов вытяжек. Принято считать, что при 
больших деформациях не происходит деления 
очага деформации на две части, между которыми 
возможны явления типа области разрыва 
скоростей. Однако даже для упрощенного 
отображения очага деформации и обеспечения 
полной стыковки с кинематикой процесса 
приходится вводить понятие линий разрыва 
скоростей, где при конечных величинах 
деформаций скорости деформаций достигают 
бесконечно больших величин[14]. Естественно, что 
такой подход является абстракцией, но именно она 
позволяет аналитическое решение довести до 
конечного результата.  
 Главным выводом является наличие 
несоответствия распределения тангенциальных и 
радиальных компонент скорости деформации при 
прессовании. В дальнейших вариантах решения 
будет показано, что это явление характерно не 
только для прессования с малыми коэффициентами 
вытяжек, но и при больших деформациях. 
 Графическое решение задачи, полученное в 
системе РАПИД, позволяет получить соотношения 
между скоростями деформации. Поскольку массив 
анализируемых точек оказывается слишком 
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большим, то было принято решение 
просканировать поле скоростей деформации вдоль 
траектории движения частицы в сферической 
системе координат при угловой координате  = 
22,5o, т.е. при  = /2(рис.3).  
 Отслеживание скоростей деформации 
вдоль такой траектории и расчет соответствующих 
коэффициентов kr и kr показало, что эпюры 
коэффициентов имеют максимумы(для сравнения 
на рисунке показаны постоянные значения 
коэффициентов по аналитическому решению). На 
большом протяжении очага деформации kr <1, а 
kr <0,5 и лишь при приближении анализируемой 
точки к выходу из пластической зоны показатели 
превышают критические значения. На выходе из 
очага деформации коэффициенты, полученные в 
аналитическом решении и методом конечных 
элементов, практически совпадают, в этом же месте 
показатель kr >1, а показатель kr >0,5, что 
свидетельствует о большой вероятности получения 
радиальной текстуры.  
 В системе РАПИД возможно получить 
решение задачи в скоростях, чего не позволяют 
сделать такие пакеты программ как DEFORM и 
ABAQUS, предусмотрено также интегрирование 
поля скоростей для расчета степени деформации 
сдвига, но компоненты тензора деформаций 
остаются не доступны. В связи с этим для 
продолжения работы придется применить один из 
этих пакетов. 
 В системе DEFORM выбраны следующие 
исходные данные для расчетов: угол наклона 
образующей матрицы равен 45о; материал из базы 
данных программы TITANIUM-TYPE-2 (свойства в 
интервале температур 200…1000оC); температура 
заготовки 700оС; показатель трения по Зибелю: на 
поверхности контакта металла с пресс-шайбой - 
0,75, на поверхности контакта металла с 
контейнером, матрицей, калибрующим пояском – 
0,26; скорость прессования 20 мм/с. 
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Рис.2. Нумерация точек в очаге деформации(а) и распределение коэффициентов kr (б) и kr(в) вдоль угловой 
координаты  (белые столбцы в соответствии с аналитическим решением), с вертикальной штриховкой - 
методом конечных элементов) 
 Реализована постановка при задании 
четырех коэффициентов вытяжки: 4, 9, 12 и 16. 
Выявлено, что формы областей равного уровня 
компонент εrr и εφφ не совпадают во всех случаях, а 
не только при малых коэффициентах вытяжек. 
Получено соответствие с результатами 
определения скоростей деформации предыдущим 
способом: границы существования тангенциальной 
компоненты очерчены радиусами окружностей, а 
сама компонента имеет только отрицательные 
значения. Для радиальной компоненты характерно 
наличие зон деформаций укорочения (ближе к 
центру) и удлинения (ближе к периферии).  
 Большую неравномерность распределения 
в отпрессованном прутке имеет радиальная 
компонента, причем ближе к периферии 
достигаются большие (по модулю) значения. Таким 
образом, локализации степени деформации в 
1
2
3
4
5 1 
 
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периферийных слоях готовых пресс-изделий, в 
целом способствует не только сдвиговая 
компонента деформации rz, как это принято 
считать, но и больший уровень именно радиальных 
деформаций. 
 Как отмечалось выше, для формирования 
прогноза ориентации текстуры целесообразно 
оценить соотношение радиальных и 
тангенциальных составляющих в отпрессованном 
изделии. С этой целью просканированы значения 
компонентов тензора деформации εrr и εφφ вдоль 
радиуса прутка. Все полученные значения 
отрицательны, т.е. весь массив величин относится к 
деформациям укорочения. Выполнен расчет 
коэффициентов деформационной анизотропии 
kr= 
rr
rr



. Полученные данные 
изображены в виде графиков на рис.3.  
0,40
0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1r/R
k εr φ
4
9
12 16
 
Рис.3. Зависимость коэффициента деформационной 
анизотропии kr при прессовании с различными 
коэффициентами вытяжки(числа при линиях)  
 
 Как видно из графиков, при всех значениях 
коэффициента вытяжки в центральной части 
отпрессованного прутка коэффициент 
krподдерживается на отметке 0,5, что говорит о 
примерном равенстве компонент тензора 
деформации. Соответственно, здесь трудно 
ожидать проявления радиально-тангенциальной 
анизотропии. По мере приближения к периферии 
(при r/R близких к единице) ситуация изменяется: 
коэффициент krотклоняется от значения 0,5 в 
большую сторону. Особенно значимое отклонение 
наблюдается при прессовании с малыми 
коэффициентами вытяжки. При коэффициенте 
вытяжки 4 отклонение коэффициента kr  
составляет уже около 50 %. В этом случае следует 
ожидать проявления не только неоднородности 
свойств пресс-изделия, но и превалирование 
радиальной текстуры над тангенциальной 
текстурой при прессовании альфа-сплавов титана. 
 В технической литературе по поводу 
влияния различий тангенциальной и радиальной 
компонент тензора деформаций при прессовании 
на анизотропию ГПУ - металлов не сложилось 
единого мнения.  
 Американские исследователи из 
университета North Carolina State University[15] на 
основании анализа пластического течения 
материалов типа циркалой (ГПУ-решетка) 
признают, что при прессовании трубной заготовки 
имеется возможность управления соотношением 
между тангенциальной и радиальной деформацией, 
благодаря чему возникает возможность управления 
текстурой и анизотропией свойств. Однако, 
приводя схему деформированного состояния 
волочения заготовки без отверстия(аналог 
прессования прутка), авторы делают вывод об 
одинаковости тангенциальной и радиальной 
компонент деформации деформаций. Ошибка 
состоит в том, что рассматриваются только 
начальное и конечное состояние заготовки и не 
принимается во внимание сложный характер 
распределения деформаций в пластической зоне, 
из-за чего не достигается совпадение упомянутых 
компонентов тензора.  
 Вместе с тем немецкие исследователи из 
университета Universität Stuttgart (Institut für 
Umformtechnik) в своей публикации [16] отмечают 
различие свойств прессованных прутков из ГПУ – 
металлов в тангенциальном и радиальном 
направлении, причем это различие является 
функцией расстояния от оси заготовки.  
 Таким образом, показано, что 
аналитическое решение приводит к равенству 
значений тангенциальных и радиальных компонент 
тензоров деформаций и скоростей деформаций. 
Выявлено различие между решениями задачи, 
полученными аналитическим методом и методом 
конечных элементов. Оно заключается в 
несовпадении значений тангенциальных и 
радиальных компонент тензоров деформаций и 
скоростей деформаций. Выявлено преобладание 
радиальной компоненты деформации по сравнению 
с тангенциальной компонентой в периферийной 
части пресс-изделия. Отношение радиальной и 
тангенциальной компонент возрастает при 
уменьшении коэффициента вытяжки. Сделан 
прогноз преобладания радиальной текстуры над 
тангенциальной в периферийных областях пресс-
изделия при прессовании альфа-сплавов титана с 
малыми коэффициентами вытяжки. 
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